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par Dominique Méry
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Exercices sur Frama-c et wp (I)

Exercice 1 Question 1.1 Soit le petit programme suivant annoté mais incomplet.

/+@ requires A(x,y,z) ;
ensures \result == 49

*/

b

int q6(int x,int y, int z){

z = yx(x+y);
y = x*xy;
X=XHX ]
zZ = z+x+y;
[+@ assert z == 49; */

return z;

}

En utilisant Uopérateur wp, proposer des assertions pour A(x,y,z), afin que le contrat soit
correct.

o— Solution de la question 1.1
A(x,vy,z) est défini par v (xy)+x*x+x*y == 49+,

/+@ requires A(x,y,z) ;

ensures \result == 49 ;
*/
int q6(int x,int y, int z){
[+@ assert yx(x+y)+xxx+xxy == 49; */
z =y#(x+y);
[+*@ assert z+xxx+xxy == 49; */
y = X*y;
[+*@ assert z+x¥x+y == 49; %/
X=X*X ]
/+@ assert z+x+y == 49; %/

Z = z+x+y;
/+@ assert z == 49; */

return z;

}
Fin 1.1

Question 1.2 Soit le petit programme suivant annoté mais incomplet.

/+@ requires A(x,y,z);
ensures \result == 144

*/

>

int q7(int x,int y, int z){
int u;
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U = x+y+z;
X=x%X;

[+@ assert x == 9;x/
Y=y*y;

[+@ assert y == 16;%/
z=z%2z;

u = uxu;

return u;

}

En utilisant lopérateur wp, proposer une assertion pour A, afin que le contrat soit correct. Les
annotations indiquées sont correctes et font partie des données du probléeme.

o— Solution de la question 1.2

Lassertion A(x,y,z) peut Atre simplement xxx == 9 &s yxy == 16 && (xy+2)* (x+y+2)
== 144+
/+@ requires A(x,y,z);
ensures \result == 144 ;
*/
int q6(int x,int y, int z){
/+@ assert xxx == 9 && yxy == 16 &&  (x+y+z)* (x+y+z) == 144;%/
int u;
/+*@ assert xxx == 9 && yxy == 16 &&  (x+y+z)* (x+y+z) == 144;%/
U = x+y+z;
[+@ assert xxx == 9 &% yxy == 16 && uxu == 144;%/
X=x%%;
[+@ assert x == 9 && yxy == 16 && uxu == 144;%/
Y=Y*y;
[+@ assert y == 16 && uxu == 144;%/
z=z%z;
/@ assert wuxu == 144;+%/
U = uxu;
[+*@ assert u == 144;+/
return u;
}
Fin 1.2

Exercice 2 Nous étudions ce petit algorithme qui calcule quelque chose et nous avons exécuté
cet algorithme de 0 et 10 pour obtenir la suite suivante :

o -—>0,1-—>1,2 -—-—> 3,3 -——> 7,4 --> 15,5 -——> 31,6 —-—> 63,7 ——> 127,8 —--> 255,

#ifndef A_H
#define _A_H
// Definition of the mathematical function mathpower2
/+@ axiomatic mathpower {
@ logic integer mathpower(integer n,integer m);

@ axiom mathpower_0: \forall integer n; n >= 0 ==> mathpower(n,0) == 1;
@ axiom mathpower_in: \forall integer n,m; n >= 0 & m >= 0

==> mathpower(n,m+1) == mathpower(n,m)=n;

@} =/

int invl(int x);
#endif
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#include <limits.h>
#include <qmathiinvl.h>

int invi(int x)
{ int u=0;
int k=0;
while (k < x)
{ u=2+u+1;
k=k+1;
}’.
return(u);

}

Si on utilise la fonction power2, on obtient la suite suivante :

0 -—> 1,1 ——> 2,2 ——> 4,3 ——> 8,4 ——> 16,5 ——> 32,6 ——> 64,7 ——> 128,8 ——> 256,9 ——

Question 2.1 On comprend que l'algorithme calcule la suite u,, d’entiers telle que Vn € N :
u, = 2"—1. En particulier, ug = 0.
Unt1+1

Donner une définition de u,1 en fonction de u,, en calculant le rapport T

Question 2.2 Ecrire un contrat pour cette algorithme en précisant la clause requires et la
clause ensures.

Question 2.3 Proposer un invariant de boucle en vous aidant de la suite u,, et monter qu’il
est correct pur cette preuve de correction.

Question 2.4 Exprimer la terminaison de cet algorithme et justifier qu’il termine pour la
précondition choisie.

Exercice 3 On dit que S1 est équivalent a S2 et on note S1 = 52, si pour touts les états s et s,
(51, 5) — s’ si, et seulement si, (S2, s) — s
nai nai

Question 3.1 Montrer que while b do S od = if b then S;while b do S od else skip fi
Question 3.2 Etendre la fonction sémantique pour l'instruction repeat S until b .
Question 3.3 Montrer que repeat S until b = S;if b then skip else repeat S until b fi

Exercice 4 On rappelle que wp(X := E)(P(x)) = Ple(x)/z] et que {A(z)}X := E{B(z)} est
définie par A = wp(X := E)(B). On peut assez naturellement appliquer cette définition pour

61 : A(J))
X = E(X)
Uy : B(x)

Montrer la correction des triplets suivants et vérifier avec Frama-C en examinant les conditions
de vérification engendrées :

li:x=10 N y=z4+x Nz=2=x
Y= zZ+x
by :x =10 N y=2+2-10
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bi:x=1ANy=12
T =2y
ly:x=1Ny=24

bi:x=11 Ny=13
Z =X x =Yy = 2
by :x=26/2 N y=233/3

li:x=9 N y=z+zx
y = x+9
lo:x=9 AN y=2x+9

li:x=1ANy=3 AN z+ty=12
T =ytx
ly :x =567 N y=34

Exercice 5 Calculer wp(S)(P) dans les cas suivants :
L wp(X = E(X);Y = F(X))(P(z,y))

wp(X ==Y, Y = X)(P(z,1))

wp(while TRUE do X := E(X) od)(P(x,y))

p(while FALSE do X := E(X) od)(P(z,y))

p(whilex < 20 do X := X+1 od)(TRUE)

AN

w
w

Sémantique naturelle et sémantique SOS

Exercice 6

m= 0]1]|n0|nl

n|xz|el+e2|el—e2|el-e2
tt|fflel=e2]el#e2|el<e2|el>e2|el<e2|el >e2|b]bl && b2
x:=e | skip | S1;52 | (if b then S; else S; fi | while b do S od

no o 3
i

Question 6.1 Définir une fonction sémantique pour la catégorie syntaxique des chaines nu-
mériques NUM & valeurs dans Z : N € NUM — Z.

Question 6.2 Evaluer les valeurs suivantes :
— N(11)
— N(101)
— N(0100)

Question 6.3 Montrer que N est bien définie pour toutes les expressions.

Exercice 7 On définit lénsemble des états States = Var — 7 o Var est lénsemble des
variables.

Question 7.1 Une expression arithmétique e € Exp est évaluée dans un état ar la fonction

sémantique £ € Exp — (States — 7).
Définir £ par induction sur la syntaxe.
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Question 7.2 Soit s € States tel que s(z) =2 et s(y) =3 ot x,y € Var et s € States.
Evaluer les expressions suivantes en s : x+y-+101, x-y.

Question 7.3 Une expression logique b € Bexp est évaluée dans un état ar la fonction séman-
tique B € Bexp — (States — B).
Définir B par induction sur la syntaxe.

Question 7.4 Soit s € States tel que s(x) =2 et s(y) =3 o x,y € Var et s € States.
Evaluer les expressions suivantesen s:x =y, x #y, * <y, * < y && x+—6 < .

Question 7.5 On étend le langage des expressions logiques par les deux constructions bl = b2
et bl < b2. Ce langage est noté Bexpl.

Montrer que pour tout expression b € Bexpl, il existe une expression b/ € Bexpt telle que
B(b) = B(V).

Exercice 8 Nous définissons deux opérations substitution et mise & jour. Ces deux opérations
seront utilisées plus tard dans léxpression de la sémantique des instructions :
— la notation de substitution e[z — el] qui est la substitution de x par el dans e.
— la mise a jour pour un état s et on la note s[x — v] qui est le nouvel état obtenu par mise
a jour de la valeur de x pour s.

Question 8.1 Ecrire une définition inductive de e[z — f].

o— Solution de la question 8.1
On définit cette substitution par induction sur la syntaxe des expressions e :

def

nlr—f] = n

dee f] Ef

yes f] H oy
def

(el+e2)[z — f] ellz — fl®e2]z — f]
(ele)fe s f] E ellr s floes s f]
(el op e2)[z — f] = el[z — f] op e2[x +— f]

|
=l

Dans cette écriture, nous utilisons les symboles @, @ et op pour signifier les opérateurs arith-
métiques dans lénsemble 7 et qui sont les opérateurs du monde des mathématiques.
Fin 8.1

Question 8.2 Définir la mise & jour pour un état s et on la note s[x — v] qui est le nouvel état
obtenu par mise a jour de la valeur de x pour s.

o— Solution de la question 8.2

U
<

€

sl —v](z) =

I
<~

€

slz = )(y) =y

x et y sont deux noms distincts.
Fin 8.2

Question 8.3 Montrer que sz — v|[y — w] = s[y — w][x — v] et que s[z — v][— w] = sz — v].

Question 8.4 Montrer que E(e[x — f])(s) = E(e)(s[x — E(f)(s).
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o— Solution de la question 8.4

E(nlz — f])(s) = E(n)(s) =n
Case=n En%(s[mHE(f)(s)zn

Case=x

Case=y

@ £)(s)

ypothsed' inductionstructurelle)
ypothsed' inductionstructurelle)
1)(slz = E()BEE2) (sl - L))

(

&(

Cas e = el+e2 E(
&(

E( = E(el+e2)(s[z — E(f)])

—~ 0 N

ele2fz— f] “  ellr = flze

(el op e2)[z — f] = ellz — f] op e2[x — f]

8
I
=

Fin 8.4

Question 8.5 Définir la substitution pour les expressions booléennes bjx +— e] ot b est une
expression booléenne de BExp et e est une expression arithmétqiue de Exp.

Question 8.6
Montrer que £(b[z — €])(s) = £(b)(s]x — E(e)(s).

o— Solution de la question 8.6
Cette question n’est pas corrigé et fait partie des exercices qui pourraient étre proposés ors de
la prochaine évaluation.

Fin 8.6

Exercice 9
On rappelle les regles définissant la sémantique naturelle du langage de programmation PL

Régles de définition selon la syntaxe
Axiome Ass (x :=e,s) — slz — E(e)(s)]

Axiome Skip (skip, s) —s

Régle Comp Si (S1,s) — s' et (Sa, ) — s”, alors (S1; 52, 8) — s7.

Regle Iftt Si (51, s) — s' et B(b)(s) = TRUE, alors (if b then S; else S5 fi, s) — s

Régle Ifff Si (Sa,s) — s' et B(b)(s) = FALSE, alors (if b then S; else S5 fi, s) — s

Régle Whilett | Si (S, s) — s" et (while b do S od, s') — s” et B(b)(s) = TRUE, alors
(while bdo S od, s) —> s”.

Regle Whieff ] Si B(b)(s) = FALSE, alors (while bdo S od, s) s

Question 9.1 Soit s tel que s(u) = 0et s(v) = 1.
— Evaluer (u :=11,v :=u+100;u :=u+uv,s) en sémantique naturelle.
— Evaluer (w :=u;u :=v,;v :=w,s) en sémantique naturelle.

o— Solution de la question 9.1
Une évaluation est une suite d’application des reégles ci-dessus.
— (u:=11,s) — slu— E(11)(s)]
na
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(D (u:=11,s) — slx +— 3]

— (v :=u+100, s[u — 3]) — slu > 3][v — E(u+100)(s[u — 3])]

(2) (v:=u+100, s[u — 3]) — slu — 3][v — 7]

(3) (u:=wu+twv,slur 3]v—T]) — slu > 3][v = T][u — 10]

4) (u:=11;v:=u+100, s) — slu +— 3][v — 7] par le point 1 et le point 2 et Uapplication de
la regle 2.

(final) (u:=3;v:=u+4;u:=u+tv,s) — s[u + 3][v — T][u + 10] par le point 3 et le point 4
et Uapplication de la régle 2.

On procede de méme pour Uautre suite d’instructions qui est laissée en guise de révision pour
U’épreuve écrite.

Fin 9.1

Exercices sur Frama-c et wp (II)
Exercice 10 Soit le petit programme suivant annoté mais incomplet.

Listing 1 — qassert6.c
/+@ requires A(x,y,z) ;
ensures \result == 49

#/

>

int q6(int x,int y, int z){

z = yx(x+y);
y = X*y;
X=X*X
zZ = z+x+y;
/+@ assert z == 49; =/

return z;

}

Proposer une assertion pour A(z,y, z), afin que le contrat soit correct. Lassertion A(z,y, z) doit
A%re satisfaisable c’est-a-dire qu’il existe des valeurs entiéres pour x,y et z validant A(x,y,z).
Vous ne pouvez pas utiliser l’assrtion \FALSE.

o— Solution de ’exercice 10

/+@ requires x == 59 && y == =52 ; [/ yx(x+y)+xxx+xxy == 49;
ensures \result == 49

#/

/] yx(x+y)+xxx+xxy == 49 est satisfaisable [x = 69, y = -52]

b

int ¢6(int x,int y, int z){

z = y*(x+y);
y = X*y;
X=X#X
Z = Z+X+Yy;
/+@ assert z == 49; */
return z;
}

Fin 10

Exercice 11 Soit le petit programme suivant annoté mais incomplet.
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Listing 2 — qassert7.c

/+@ requires A(x,y,z);
ensures \result == 144 ;

#/

int q7(int x,int y, int z){
int u;
U = x+y+z;
X=X*X;
[+@ assert x == 9;x/
Y=y*y;
[+@ assert y == 16;%/
Z=z2%2;
U = uxu;
return u;

}

Proposer une assertion pour A(z,y, z), afin que le contrat soit correct. Lassertion A(z,y, z) doit
A%re satisfaisable c’est-a-dire qu’il existe des valeurs entiéres pour x,y et z validant A(x,y,z).
Vous ne pouvez pas utiliser l’assrtion \FALSE.

o— Solution de ’exercice 11

[+@ requires (x+y+z)*(x+y+z) == 144 |\ yxy==16 [\ xxx==9);
ensures \result == 144 ;

*/

int q71(int x,int y, int z){
int u;
U = X+y+z;
X=X*X;
/+@ assert x == 9;%/
y=y*y;
[+@ assert y == 16;%/
Z=Z%Z
u = uxu;
return u;

}

#include <limits.h>

[+@ requires (x== 38 || x==-3) && (y == 4 || y == -4) &
(x+y+z == 12 || x+y+z == -12);

ensures \result == 144 ;
[

int q72(int x,int y, int z){
[+*@ assert x*x == 9 && y*y == 16 && (x+y+z)*(x+y+z) == 144;%/
int u;
[+*@ assert xxx == 9 && yxy == 16 && (x+y+z)*(x+y+z) == 144;+/
u = xX+y+z;
[+@ assert xxx == 9 && yxy == 16 && uru == 144;*/

X=X*X ;

/+@ assert x == 9 && yx*y == 16 && u*u == 144;+/
y=y*y;

[+@ assert y == 16 && uxu == 144;x/

Z=Z*Z
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/+@ assert usu == 144; =/

u = uxu;

/+@ assert u == 144; =*/
return u;

}
Fin 11

Exercice 12 Nous étudions ce petit algorithme qui calcule quelque chose et nous avons exé-
cuté cet algorithme de 0 et 10 pour obtenir la suite suivante :

O -->20,1--—>1,2 -—>3,3 -—> 7,4 ——> 15,5 -——> 31,6 ——> 63,7 ——> 127,8 —--> 255,

On comprend que lalgorithme calcule la suite u,, d’entiers telle que Yn € N : u,, = 2"—1. De
plus, une observation nous conduit @ ug = 0 et ¥n € N : u, /1 = 2-u,+1.

Les deux fichiers gmathinvi.het ginvi.c définissent les éléments C nécessaires, pour écrire la
correction partielle et la terminaison de la fonction inv1.

Listing 3 — qmathinvl.h
#ifndef _A_H
#define _A_H
// Definition of the mathematical function mathpower2
/+@ axiomatic mathpower {
@ logic integer mathpower(integer n,integer m);

@ axiom mathpower_0: \forall integer n; n >= 0 ==> mathpower(n,0) == 1;
@ axiom mathpower_in: \forall integer n,m; n >= 0 && m >= 0

==> mathpower(n,m+1) == mathpower(n,m)+n;

@} =/

int invl(int x);
#endif

Listing 4 — qinvl.c

#include <limits.h>
#include <gmathinvl.h>

int invl(int x)
{ int u=0;
int k=0;
while (k < x)
{ u=2+u+1;
k=k+1;
},.
return(u);

}

Compléter les fichiers, afin de montrer que la fonction inv1 calcule correctement la valeur de la
suite u, pour x > 0. Il est important de choisir un invariant de boucle et un variant, afin que
frama-c permette de prouver automatiquement toutes les conditions de vérification engendrées.

Exercice 13 La fonction power3 calcule la puissance 3 de x et satisfait l'invariant de boucle
indiqué. De plus, le contrat est donné pour exprimer la correction partielle et la terminaison
de power3. La racine cubique rc entiére de x est le nombre entier rc dont le cube est le plus
proche inférieurement de x : r¢® < x < (rc+1)3. On note rootcubique la fonction qui calcule cet
entier :

— rootcubique(0) =0

— rootcubique(1l) = 1
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— rootcubique(27) = 3

— rootcubique(30) =3 ...
La fonction f donnée ci-dessous permet de calcul une paire constituée de deux champs d’une
part r qui contient la valeur de la racine cubique calculée et d’autre part la valeur du cube de
r. Pour reprendre nos exemples, on pourrait avoir :

— £(0) = (0,0)

— F(1) = (1.1)

— f(27) = (3,27)

— f(30) =(3,27)...
Cette fonction est construite a partir de la fonction power3 et modifie le test k < x sous la forme
cz < x et on récupere les valeurs de ocz et de k calculées. Une partie de 'invariant de power3
peut Altre utilisée pour cette fonction f mais il faut ajouter des éléments pour ocz.

Listing 5 — qarootcubique.c

struct paire {
unsigned r;
unsigned p;

/s

struct paire f(int x)

{int cz,cv,cu,cw,ct, k,ocz;
struct paire r;
cz=0;cv=0;cw=1;ct=3;cu=0;k=0;0cz=-1;
while (cz<=x)

{
ocz = cz;
cz=cz+cv+cw;
cv=cv+ct;
ct=ct+6;
cw=cw+3;
cu=cu+1;
k=k+1;}
r.r=k-1;r.p=ocz;
return(r);}

Listing 6 — qapower3.c
#include <limits.h>
/+@ requires 0 <= x;
ensures \result ==x%x*x;
%/
int power3(int x)
{int r,ocz,cz,cv,cu,ocv,cw,ocw,ct,oct,ocu,k,ok;
cz=0;cv=0;cw=1;ct=3;cu=0; ocw=cw,;ocz=cz;
oct=ct;ocv=cv;ocu=cu;k=0;0k=k;

/+@
@ loop invariant cu == k;
@ loop invariant ct == 6xcu +3;
@ loop invariant cv== 3xcuxcu;
@ loop invariant cw == 3xcu+l;
@ loop invariant cz == kxksk;
@ loop invariant k <= x;
@ loop invariant 6xcw == 3xct-3;
@ loop assigns ct,oct,cu,ocu,cz,ocz,k,cv,ocv,cw,ocw,r,ok;
@ loop assigns ocv,ocw;
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@ loop variant x-k;
®/
while (k<x)
{
ocz=cz ;ok=k;ocv=cv;ocw=cw;oct=ct;ocu=cu;
cz=o0cz+ocv+ocw ;
cv=ocv+oct;
ct=oct+6;
cw=ocw+3;
cu=ocu+1;
k=ok +1;}
r=cz;return(r);}

Compléter le fonction fen ajoutant un contrat assurant la correction partielle par rapport a
ce qui est décrit ci-dessus c’est-a-dire que la paire renvoyée contient pour sa composante r la
valeur de la racine cubique de x et pour la seconde composante une valeur a définir.

Ajouter un invariant de boucle permattant de valider automatiquement le contrat et un variant
pour la terminaison.

o— Solution de ’exercice 13

struct paire {
unsigned r;
unsigned p;

b

/+@ requires 0 <= x ;
ensures \result.r+\result.r+\result.r == \result.p ;
ensures \result.r* \result.rx \result.r <= x;
ensures x < (\result.r+1)x (\result.r+1)* (\result.r+1);

struct paire f(int x)

{int cz,cv,cu,cw,ct, k,ocz;
struct paire r;
cz=0;cv=0;cw=1;ct=3;cu=0;k=0;0cz=-1;

/=@
@ loop invariant cu == k;
@ loop invariant ct == 6%k +3;
@ loop invariant cv== 3xk=xk;
@ loop invariant cw == 3xk+1;
@ loop invariant cz == kxkxk;
@ loop invariant ocz == (k-1)x(k-1)%(k-1) && ocz <= x;
@ loop invariant 6xcw == 3xct-3;

@loop invariant kxkxk<=cz;
@ loop assigns ct,cu,cz,k,cv,cw,r,ocz;
@ loop variant x—cz;*/

while (cz<=x)
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ocz = CzZ;
CZ=CZ+CV+CW;
cv=cv+ct;
ct=ct+6;
CW=CW+3;
cu=cu+1;
k=k+1;}
r.r=k-1;r.p=ocz;
return(r);}

[+@ requires 0 <= x;
ensures \result+\result*\result <= x
ensures x < (\result+1)* (\result+1)x (\result+1);

int f2(int x)
{int cz,cv,cu,cw,ct, k,ocz;

int r;
cz=0;cv=0;cw=1;ct=3;cu=0;k=0;0cz=-1;
/=@
@ loop invariant cu == k;
@ loop invariant ct == 6%k +3;
@ loop invariant cv== 3xkxk;
@ loop invariant cw == 3xk+1;
@ loop invariant cz == kxkxk;
@ loop invariant ocz == (k-1)x(k-1)%(k-1) && ocz <= x;
@ loop invariant 6xcw == 3xct-3;

@loop invariant kxkxk<=cz;
@ loop assigns ct,cu,cz,k,cv,cw,r,ocz;
@ loop variant x—cz;*/
while (cz<=x)
{
ocz = Cz;
CZ=CZ+CV+CW;
cv=cv+ct;
ct=ct+6;
CW=CW+3;
cu=cu+1;
k=k+1;}
r=k-1;
return(r);}

Fin 13
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